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ЗАДАЧА РАСПРЕДЕЛЕНИЯ СВЕРХУРОЧНЫХ ЧАСОВ
ПРИ ПРОЕКТИРОВАНИИ СЕЗОННЫХ ПРЕДПРИЯТИЙ

В. И. ШЕМБЕЛЬ

(МОСКВА)

В настоящей работе рассматривается задача минимизации числа се
зонных рабочих за счет использования сверхурочных часов.

Работа состоит из четырех разделов. В первом разделе дается технико-
экономический анализ задачи и устанавливаются содержательные крите
рии оптимальности. Во втором строится экономико-математическая модель
в виде иерархии однотипных задач целочисленного программирования  со
строго формализованным переходом между последовательными задачами.
Затем, предполагая каждую задачу иерархии решенной, строим алгоритм
решения всей модели. В третьем и четвертом разделах рассматривается
задача, обобщающая каждую задачу иерархии, и на основе устанавливае
мого там критерия строятся алгоритмы решения обобщенной задачи.

1. АНАЛИЗ И ОБЩАЯ ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ*

Мы предполагаем известными объем работ в часах, а также
ходов (фактических рабочих дней, зависящих от погоды) в каждом месяце
и число постоянных рабочих предприятия.

Известно также, что на сезонных предприятиях допускается использо
вание сверхурочных часов, которыми могут быть загруя^ены только по
стоянные рабочие. При этом лимитируется максимальное число сверхуроч
ных часов на каждого постоянного рабочего соответственно в день, месяц
и год. Например, в совхозах Грузинской ССР каждый постоянный рабочий
может работать сверхурочно соответственно не более двух часов в день,
40 час. в месяц и 120 час. в год.

числа вы-

Введем обозначения: р — число постоянных рабочих предприятия;
— объем работ, подлежащих выполнению в i-M месяце, (1 ^ ^ 12);Рг

Ui — число выходов в i-M месяце (1 ^ i 12); п — число часов в рабочем
дне; т — однодневный лимит сверхурочных на каждого постоянного рабо
чего предприятия; Ммес — месячный лимит сверхурочных на каждого
постоянного рабочего; Мгод — годовой лимит сверхурочных часов на каж
дого постоянного рабочего.

В дальнейшем под выражениями «месячный лимит» и «годовой лимит»
мы понимаем соответственно числа: Л/мес-р, Л/год т. е. лимиты па весь
контингент постоянных рабочих.

Обозначим через h — номера тех месяцев, в которые число рабочих,
необходимых предприятию, превосходит число постоянных рабочих, т. е.

/пщ^ > р.

* Задача была предложена Отделом проектирования совхозов государственного
проектного института Грузгнпропшцепром Госкомитета по пищевой промышлеаиостп
при Госплане СССР. Первый практический расчет проведен в ноябре 19G4 г. в ВЦ
АН ГрузССР при y’lacinn сотрудшгков названного отдела.
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Назовем эти месяцы ппковымп. Так как необходимость в использованпп
сверхурочных часов наступает лишь во время ппковых месяцев, то в даль
нейшем мы рассматриваем только таковые, что позволяет для простоты
опускать дво]1Иые индексы п писать вместо h просто к.

Обозначим через s число пиковых месяцев (1^5^ 12).
При использовании сезонных рабочих (привлекаемых со стороны) ос

новным вопросом является организация пх питания и жилья. Очевидно,
что при расчетах связанных с этим затрат надо исходить пз тех месяцев,
в которых число сезонников (привлекаемых со стороны рабочих) максп-
мально. Следовательно, прелюде всего необходимо найтп такой план распре
деления сверхурочных часов по пиковым месяцам, при котором соблюдены
соответствующие лимиты и достигается мпнпмакс числа сезонников.

Если после того как такой план найден п выполнен, окажется, что в
некоторые месяцы еще есть возможность уменьшить число сезонников за
счет неиспользованно]! части лимитов сверхурочных часов, то надо попы
таться в максимально возможное количество месяцев добиться наиболь
шего уменьшения числа сезонников'. Это опять сводится,
обеспечению мипимакса числа сезонников на некоторой частичной сово
купности. ппковых месяцев. Этот процесс необходимо повторять до тех
пор, пока но окажется, что ни в одном месяце уменьшение числа сезонни
ков хоть на одного рабочего за счет сверхурочных часов уже невозможно.

Задача, очевидно, должна решаться как целочисленная
к переменным, выражающим число сезонников. Тем более, что первые рас
четы показали: разница между целочисленным и обычным (с последующим
округлением) решеипямп составила в отдельные месяцы четыре-пять рабо
чих, а это уячс значительная величина как в плане затрат на организацию

питания п н^плья, так и в плане наличия в данном месяце иун^иого чис
ла сезонных 1забочпх.

очевидно, к

по отношению

их

2. ЭКОНОМИКО-МЛТЕМАТПЧКСКЛЯ МОДЕЛЬ. ОСНОВНОП АЛГОРИТМ

Обозначим число сезонников в /с-м месяце через хи, а число сверхуроч
ных часов, используемых в этом месяце, уп-

Тогда
(/.●= 1, ^)- (1)паи{р + Xh) -f ji h = Pk

Так как в день число сверхурочных часов не должно превышать ?пр, то
Л’-м месяце оно будет не более тран, соответственно число сверхурочных

должно превышать Шмес*р, а в
в
часов, используемых в каждом месяце, пе
году Мгод’Р'1 т- о. получаем соотношения:

^ У год ' Р,Ук < шраи, уи < М мое
^=1

которые введением обозначении
Ми = min {таи, il/мес) -р (Л: = 1, ● ■ - , ^)-

приводятся к виду

Уи ^Mk{k^i , . , S); S (2)
А=1

имеют место также
(7г = 1, . . . , а). (3)

* Это диктуется те.\г, что каждого сезоипика в том или ином месяце надо еще
найти.

7  Экономика и математич. методы, Х» 4.
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Целочисленный вектор X = {xi, . . . , Xs), компоненты которого удовле^
творяют ограничениям (1), (2) и (3), назовем целочисленным планом, а-
вектор Y = (у1, . . . , ув) соответствующих ун — планом сверхурочных ча
сов.

Целочисленный план, дающий решение рассматриваемой задачи, назо
вем главным целочисленным планом и обозначим через X* = {х\ , . . ., а:^*)

Целочисленный план Х^ = .. . , Х5Ц, минимизирующий функцио¬
нал U{X) =тахаг&, назовем первым оптимальным планом, а соответ-к
ствующи1[ ему вектор = (yiS . . ., г/зЦ первым планом сверхурочных.

Если /?1 = \ к I г/1 пак ^ S У^‘ + ««fe < = £;,
^  fe '=i '

то X* = Х^ II модель построена.
Действительно, множество /?t соответствует совокупности тех месяцев,,

в каждом из которых за счет сверхурочных часов число сезонников может
быть уменьшено хоть на едшпщу. Значит, если Ri пусто, то ни в одном
месяце невозможно уменьшить число сезонников и Hai^enHbiii первый
оптимальный целочпслеииы!! план решает задачу.

Пусть, однако, имеем 7?i ф 0.
В этом случае, как указано выше, надо найти максимально длинный

период, на котором возможно уменьшить число сезонников, а среди послед
них тот, па котором можно уменьшить число сезонников (за счет данного'
количества сверхурочпых часов) иа максимальное число едиппц.

С этой целью строим множество

== j/i: / к е Яй х1 = шах ХкЛ ,
A:'6Ri J

соответствующее, очевидно, совокупности тех месяцев из Ri, для которых
число сезонников макепмальпо, т. е. с которых фактически надо нач1щать
уменьшение их числа.

Рассмотрим подмножества xi ^ Ri, для которых

3S у* + п
ке-1к=1

Очевидно, Ti соответствует каждой такой совокупности месяцев, в кото
рые можно одновремепио уменьшить число сезонников хоть на
Пусть P(ti) — число элементов Ti, а ti^
P(ti), т. е. имеет место P(ti‘) ^ P(ti).

Через обозначаем то из хр, которое мпиимизирует функцию

т (xi) = S

единицу,
такое XI, которое максимизирует

т. е имеем y{R,2) ^ ̂ (xiO.
Максимальность р(хР) означает, что длина периода (число месяпАБ'5

соответствующего Xi^, максимальна. Мшшмалыюсть у (Ri^) говорит ’
что^умма человеко-часов иа одного рабочего на этом периоде

минимальна среди аналогичных сумм на каждом Xi‘; значит, за

счет данного количества сверхурочных часов на совокупности месяттрт»
соответствующей Ri-, но сравпению с остальными xi^ может быть заменено
максихмально© число рабочих, т. е. число сезонников может быть умрнт,-
шопо на наибольшее число

о том,
т. е. число

п

единиц.

●J
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Наконец, строим множество <2i = U (^i т. e. к последней
совокупности месяцев присоединяем те, в которые числа сезонников не
максимальны, а соответствующие к G

Множество Qi характерпзует, очевпдно, тот самый период, на котором
необходимо осуществить дальне11шее уменьшение числа сезоннпков. При
к ^ Qo\Qi — i?i^, где (?о = {1,. . ., числа сезонников не пзменятся,
т. е. равны Xk^\ следовательно, имеем x/i* = к 6 Ri^.

Подставим теперь в (1), (2) и (3) значения Xk = Х}^, у* = ji h^, к б Ri^
и выпишем те из этих соотношений, которые после указанной подстановки
содержат переменные. Получим

к б Qi,

Ук < k^Qi, 2 У* + S
A6Qi

Ук = Pk,nak {p + Xh)

kenl

(4)

(5)

к 6 Qi. (6)

Так как наша цель состоит в дальне11шем уменьшении Xh на Qi, то
ограничения необходимо дополнить следующим:

(7)

Заметим, что из (1) и (3) следует также Xk ^ (Рк  / — р, и так как
X,, ~ целое, то хп ^ хп° = [ {Pk / паи) — р], /с  б ^о-

Снова вводим понятие целочисленного плана п плана сверхурочных
применительно к огранпчепиям (4) —(7). Целочисленный план-вектор
(размериостп, равной числу членов ^i) —Х= {хи, k€^Qi), компоненты
которого удовлетворяют этим ограииченпям. Соответственно вводятся по
нятия: второго оптимального целочисленного плана  = {xk^, к 6 (?i)
как плаиа, мипимизирующего функционал fi{X) = тахд:^; второго плана

шюжество i?2 = {А: /сверхурочных k^QQ. Снова строим

*■6^1

/ к б Qi\ -|_ nah < Muy
k’6Q )

И если оно не пусто, то, походя пз R2 н Qi, строим множества Rz^, Qz
п Rz^ подобно тому, как, походя пз Ri и Qo, мь1 построили Qi и Rp.

После этого принимаем Xk = ^ ^ н 1ювторяем этот процесс,
продолжая его до тех пор, пока не окажется, что
тогда пртшимаем Xh* = х^у-^ к б Qu-i н все компоненты главного целочис
ленного плана X” определены, т. е. модель построена.

Резюмируя сказанное, заключаем, что экономпко-математпческая мо
дель нашей задачи (назовем ее задачей Т) сводится  к иерархин однотип
ных задач, каждую из которых обозначаем через Ьи

Задача

R — пустое множество;

k^Qпак{р + Xh) + Ук = Ph, (8)■и,

2  + 2 2 2/ft "С
kenl

e=i
(9)ijk < Mk, к Q Q Ui

kGQ.

к 6 ^u*>,

p
JL —p, к 6 Qu и (8) следует уь ^ О, A; 6 ^

(10)

* Из неравенства ^ U*

na*

7*
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где
о

S S у1 = о,
keiil

e=i
Qe-i\Qei

Pk
(?0 = {i , . ● . , S}, 4 = p  , Qq.nak

X= {xk, к ^ Qu) (Qu — предполагается упорядоченным по возраста
нию к) — целочисленный план. к 6 (?и) — оптимальный
целочисленный план — целочпслеиный план, минпмпзирующий функцио
нал

/и (X) = max Xk. (11)
A6Q u

— плап сверхурочных — вектор значений к G Qu, которые
вследствие (В) принимает ук прп .Zh = к ^ Q

Задача Т. Решением задачи Т называется вектор X*  ~ {xi , . . . , Xs*),
определенный следующим образом.

Если множество R

и.

2+ Шк ^ Mk 2/Г^-ЬU5U+1 I

A'6Q и

+ 32 И" ^ I =0 >

k^eRlе=1

ТО

х%, ке Rl
..U+1

{е = i , . . . , и).
(12)Xk =

и на этом шаге иерархия обрывается {Ьи — последняя задача иерархии).
Если же i?u+i — не пустое множество, то полагаем

U+1

Xk и

U+1

}ikjkRl — max Xk,
fe '6Hu+i

II, обозначая через t^+i все те подмножества Ти+i  S для которых

(13)и+ 1?U+1

имеет место

Xk

и

2  < М,2 г/Г‘+ 2 2 2/^

вводим две функции: [В (ти+i) — число членов Xu+i  П т ('fu+l) = 3

I п
Аб'u+1лео е=1U

(14)

^/г»
ft6'u+1

а затем определяем ,
Р (4+1) > Р (тГи+1) II Rl^„
Г (-^u+i) < Г (4+i).

После чего полагаем

как те из множеств
как то из множеств

T-U+1 ,

4+1,
для которых
для которого

= т.г и (Я \ i?i+i),Q (15)u+1 u+1

т. е. переходим к задаче Lu+i-
Если существует последняя задача иерархии, т. е. если Т состоит

конечного числа L
этом случае задача Т ведет от начальных данных к решению.

Теорема 1. Задача Т состоит не более чем из s задач Lu.

U, то модель моншо считать построенной, ибо тольк
из

 о в
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Доказательство. В сплу определеыпя Qu имеем

Qu+i — Qu- (16)
Если

(17)Ru+i Ф Qи,
то

Qu+i Ф Qu- (18)
Если л{е (17) ие имеет места, то

Ru+i Ru+'iy (19)
ибо в противном случае

и

2 в* <2 г/Г* +23/* + л
k6Q е=1и

ПЛИ
U

уТ~^ 2 (г/ft’*'^ + + 2 2 ^/1 ^S
АбрЗ*6Qu\Ri+i

И, следовательно, вектор

УТ'- = {уТ\ k^Q
является планом сверхурочных, которому в силу (8) соответствует цело-

и+1

U+1 к 6\ Ru+ii Ук + ^<^куU+1

чпсленпьш план
U+1

X * е Rl^x)хт^ = (хГ\ к е <?,„! \ «Li; -1.k

такой, что прп к^ Ли+i

/, (ХГ") = xlt^ - 1 < xlt^ = и
так как ввиду невыполнепия (17)

RLi - {к!к е Qu\ хТ^ = / (л-^1)}.

Но (20) противоречит определению следовательно, при иевыпол-
пенип (17) имеет место (19), а пз пего в силу определения Qu следует
(18); значит последнее всегда имеет место, что вместе с (16) доказывает
теорему.

Выразпм теперь пз (8) ji h через Xh и соответственно через хи^ и
подставим эти выражения в (9).

Получим

имеем

(20)

2 auXk > (21)nakXk > Pky к 6 Qu\ п
A6Q U

где

Рк = Рк — пацр — (А; = 1, .. с , ^), (22)
и

ри ^ ^ __ nakP) — Л/ — 2 S

Подставляя эти значенпя в выраженпе для Ли+i и в соотношения (14),
получим

(23
е=1 АбП^

)

I*/* б 2 п+1и+1
>  + nakR ^ Рк Ф » ПflU/iX/i«+1

A’€Q u

(24)
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2 > + тг 2«+1
(25)(Xk Xkп ak.

fteQ *f"u+lи
I

Перейдем к построению алгоритма. Для решения задачи Lu необходимо
привлечение определенного аппарата^ и этим мы займемся в следующих
параграфах. А теперь, предполагая задачу Lu решенной, построим алго
ритм решения задачи Т. Последпий основан па следующем утвержденпи.

Теорема 2. Пусть имеем
RlU =  АГр.}, (26)+1

причем ок-
дующим образом: если имеет место

и пусть По —а+1’  натуральное число, определенное сле~

!*●

а=1

ТО полагаем а© = [.i, если же (27) не выполнено, то qq определено соот
ношениями

.«+1
(27UkXiiп

а
*6Qи

)

«0+1 “о

^ o.k^>n 2
U+1

(28)п afiXft
а=1 A6Q а=1U

Тогда

RlU = Л ^«о)- (29)+1

/'07? ^^^^^“^®^ьстио. При выполненном (27) теорема очевидна. Пусть
(27) пе им^еет места. В левой части первого из соотношений (28) стоит
сумма (оо Н- 1) слагаемых (самых меньшпх), и эта сумма не удовлетво
ряет (25), т. е. ни одно подмножество множества 7?^^^ из (ао 4* 1) эле
ментов пе является xi+i- В правой частп второго из (28) стоит сумма со
слагаемых, удовлетворяющих (25), т. е. существует Ти+i, состоящее из
ао элементов. Следовательно,
значит,

ао — максимальное число элементов Xu+i,
Р (ripi) = «о и xi+i = , . . . , ка,].

В то же время сумма
«о

2  — 2 ^ (”^u+i)
а=1

минимальна, так как она состоит из наименьших слагаемых. Значит, (29)
выполнено, что требовалось доказать,

лгоритм решения задачи 7’. В качестве Lu рассматриваем
^  (21) и (10) и минимизируемым функционалом

м>шам^(см^^(^^')^) (^2) ’ а по очевидным рекуррентным фор-
в

ри _ ри_1
2 akXk , где ро = 2 — па„р) — М.

Пусть уже найдено, т. е. L^i построена. Находим
согласно (24), множество R
ся равенствами (12)

Если /?и+1 =7^ 0,
ак, к б RI
в виде (26).

п
А>=1

U

И определ
U+1.

II вычисления заканчиваются,
то, согласно (13), определяем 7?i

в порядке возрастания аь,, ллз1 ● ● ● >

и распол
u+1

яем.
Если последнее пусто, то X* определяет-

агаем

т. е. записываем 7?y+j

u+1
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Вычисляем последовательные суммы /гяд
U+1S O

+ «Л:)? ● ● ● и сравни-

— Р“до тех пор, пока не получим одно из-kXkшаем их с числом п
^6 Q U

соотпошешп"[ (27) или (28), т. е. пока не найдем оо (см. теорему 2),
после чего определяется ио (29).

Затем, согласно (15), определяем ^u+i? т. е. переходим к Ьи+\. В силу
теоремы 1 не более чем через s шагов Ru оказывается пустым множест
вом, п мы прпходпм к значенпю X*.

3. СУЩЕСТВОВАНИЕ, КРПТЕРПЙ ОПТИМАЛЬНОСТИ
И ЕДИНСТВЕННОСТЬ ОПТИМАЛЬНОГО ЦЕЛОЧИСЛЕННОГО ПЛАНА

Обозначим через L* задачу с огранпченпямп
S

^  7 ~ 1» > ● ● ● >
к=>1

(30)

(7с = 1, ...,5) (31)
тде akj > о. но существует хоть одно такое
Uh.' = У / ^h'j>0} =7^ 0 с минпхмпзпруемым функционалом f{X) = тахжь

что

к
и с требованием целочисленностп всех переменных **.

Задача L легко сводится к задаче целочисленного лпненного програм
мирования и может быть, очевидно, решена одним пз алгоритмов Гомори
(см., например, [1] — [3]), которые, однако, требуют выполнения некон

тролируемого (часто очень большого) числа йтераций. Поэтому мы пред
почитаем разработать, исходя из специфики задачи, более простую мето
дику ее решения.

С этой целью установим некоторые свойства задачи L.
Теорема 3. Для существования целочисленного решения задачи L не-

●обходимо и достаточно выполнение соотношений:

2 atiPk > iVi (/ = 1 1), > о (* = 1   s).
ft=l

Теорема очевидна.
Обозначим а = {к I == {^/
Теорема 4. Для того чтобы целочисленный план *** X® =' (a:i®, . . . , Xg^)

был оптимальным, необходимо и достаточно выполнение одного из двух
условий: либо

(32)Х^ = 0,
либо, если существуют такие к, что Хк^ > О, то найдется /о, для которого

Cff\Aj ф'0,

(/ (ХО) — 1)2 ан + 2 ●

(33)

(34)
kea kea

Доказательство. Необходимость. Пусть ни одно из у1?азанных
условий не имеет места. Значит, ввиду целочисленности

/(X») > 1 (35)

* Эта задача является, очевидно, обобщением задачи Хц.
Ввиду целочисленностп Xh pk может быть заменено на [р/,]. Поэтому здесь п

т дальнейшем рп предполагаются целыми.
Обозначения, используемые здесь и далее, отличаются от обозначений преды-

дзчцего раздела.

* **
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И не выполнено хоть одно из соотношении (33) п (34). Тогда целочислен
ный вектор = (xiS . .., , заданный равенствамп

/(Х")-1Д-6о,
3^1 =

/с G бPki

является планом, п для него f(X^) <C/(Z°), что противоречит оптнмаль-
ностп Х^, II необходимость доказана.

Достаточность. Оптимальность плана (32) очевидна. Еслп же имеет
место (35) н выполнены (33) н (34), то для любого целочпслеипого  плана
X = (xi, . . . , Xs) существует индекс /со б а такой, что имеет место

хи,^/(Х0), (36>
так как если Х^ = (xi^, .. . , a:s^) — целочисленный вектор, для которого

^ /(^®) — 1, б а, то в силу (31) II (34) Х^ пе является планом. Из
(36) следует/(X) ^/(^®), п достаточность доказана.

Теорема 5. Дяя того.чтобы оптимальный целочисленный план был един
ственным, необходимо и достаточно выполнение одного из следующих усло
вий: либо имеет место {32), либо, если {32) не имеет места, то

а) Xh° = ph,'k б а,
б) каждому /со(1 ^ ^ ̂ ) соответствует хотя бы одно такое /о, что

(37)
А=1

Доказательство. Необходимость. Пусть
условн1£ но выполнено. Значит, имеет место (35)
одно из условий а и б.

Еслп не выполнено а, то, полагая

Xti —
i{'^%

пн одно из указанных
п не выполняется хоть

Рк,

получаем оптимальиьп! целочисленный план Х^ Х^.
Если же а имеет место, но не выполнено б, т. е. существует Jcq такой
(37), не выполняется пн для одного /, то, полагая ^

х\ =

что

1, к ~ /i-Q^
к  =f= к^ki о»

снова получаем оптимальный целочисленпьп! план Х^  Ф п необходи
мость доказана.

Достаточность. Если выполнено (32), то Л’® — единствегшын, так как
каждое изменение лк привело бы к нарушению (31) пли оптплшльпостп.
Если же (32) не имеет места, но выполнены а п б, то при ^ б а хк^ пе
может быть увеличено ввиду (31), а црп /с б о
ный план не будет оптимальным. Одповремепно
ницу любой из компонент Х^^ в силу (37)
вектор не будет планом. Достаточность

— ввиду того, что пол-учеи-
уменьшеппе хоть на еди-

прпведет к тому, что полученный
доказана .

4. АЛГОРИТМЫ ЦЕЛОЧИСЛЕННОГО РЕШЕННЯ ЗАДАЧИ L
Прежде всего отметим, что еслп

(38)^ О (7с = 1, . .., S),
= о является планом, а значит —

Пусть, одиако, (38) не
то оптимальным планом,

выполнено. Для этого случая* мы опишем два
алгоритма решения задачи L, основанные па теореме 4.

* Практвчесмй интерес представляет и.меипо этот случаи..

J



ЗАДАЧА РАСПРЕДЕЛЕНИЯ СВЕРХУРОЧНЫХ ЧАСОВ 585

1. Пусть чпсла рк расположены в порядке убывания,  а индексы
к2, kv = S таковы, что Phe> Phe^v Р'^ = Phe^^e-l  < ^ < ке, /Со = О

(е 1, . . . , v).
Определим последовательность векторов = (xi®, . . ., Xh^) равен

ствами

Ркд, к^к
Рк i к kg,

ejе
Хк =

Подставляем последовательно компоненты векторов X® в ограничения
(30).

Возможны три случая: я) не является планом; б) существует индекс
ео(1 бо <С v) такой, что является планом, по Х®°+^ не является пла
ном; в) Х'’ является планом.

В случае а задача L не имеет решенпя (см. теорему 3). В случае б, по¬
лагая

в

<iVi}.Q = {i П
*

Со+1
(39)

=1

получим
kво

Зй/£1>0, /6<?1 (40)
*=1

ибо если для некоторого jo^Q мы пмелп = 0 при к-^ке^ то, так
S  S

бы 2 = 2 > iVjo.-
Cn+l

= х%° при к ^ ккак X;i получиливо )
к=1 ?с=1

т. е. /о о .
Вычисляем к во

ь_1 А=1
(41),к = min

i€Q

п определяем вектор X® = {xi^,. . . , хь^) равенствами

к^квоо
(42)Xk =

Рк- ■в«

Накопец, в случав в, принимая в качестве Q не пустое множество тех /,
для которых А) ф 0, и считая со = v, снова находим к (согласно (41)) и
определяем Х° равенствами (42).

В силу (42) пмеем

В силу (39) и (41) Х° является планом. Из (41) следует существование
такого 7о 6 Q, что

о — {1, ● ● ● 1 кео}. (43)

к воS

к=1 Л=1
(44)^kjo-

Из (40) II (43) следует (33), а из (43) п (44) — (34), т. е. Х° —
мальный целочисленный план.

опти-

L
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2. Введем обозначения R — {к I Uk 0} ~ 0
Nj — S \

k'^khk = шах 0; maxV
Если хотя бы для одного k^R

k^R.
^kj

bh > Pk, (45)

TO в силу теоремы 3 задача L не имеет решения. Если же (45) не имеет
места, то полагаем Со = max и, принимая Cg, е ^ 0 известным, строим

*6Н
множества

Ое — {к I Pk'^ Се),

е = [ЦСе S + S ^kjPk < Л^Д .
i  AGOg J

Если
Qe = 0 (46)

И существует хотя бы одно /о б Qe, для которого
Ос-л jo = 0,

то ввиду теоремы 3 задача не имеет решения. Если же (47) не выполнено,
то вычисляем

(47)

Се+1 = max — 2 ЩрЛ / 2 «/о-
\  ! Jc60g

Если (46) не имеет места для Q
ляем вектор равенствами

но выполнено для Qe-u то опреде-е>

— [—Се], /с б б

ббе.

Покажем, что — оптимальный целочисленный план.
Так как = —[—Се] ^ с

всех 7 = 1, -. . , / имеем

е»О
Xft —

Pk,

к 6 Ое II Qc — пустое ме,

(48)

ножество, то для

2 ^kjXk ^ Cg 2 ~h 2 ^kjPk'^Nj,
A=1 *63

равносильно (30). Из определения Og и (48) следует (31), т. е. X® яв-что
ляется планом.

Пусть е = 0. Ни одно значение Xh, удовлетворяющее (30) и (31), не
может быть меньше Со, и так как Xh — целое, то необходимо f(X) х^'^
^ —[—Со], но f{X°) = —L—CoJ, значит, оптимально.

Пусть теперь е 1, Qe — пустое множество, но Qe-i  — не пустое.
Из определения Сс следует существование хотя бы одного /о 0 Qe-i, для

которого

S ^kjoPk^ / 2
iV..—1»Се= i (49)

*63е_1 e-1

Покажем, что для этого /о
л -4 jo — Ge-I f\ Л j

Действительно, с одной стороны Cg > Ce-I и, значит, Ое ^ Ое-1. с другой
положить (og_i \ Ое) fl Hjo ^ 0, хо, учитывая неравенства

(50)Je-

стороны, если
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> Рл, к б CTe-l\ae = буДбМ ПМбТЬ

2 аА;(Се—р)>0.
keal

\

Отсюда в силу (49) получим

Се S + 2 ^kjoPk Се 2 2 ^hjoPk
*63е_1 *€Ce-iАбЗс

— 2 ^kjo{Ce—Pk)<^^}

k&e

т. e. /о б Qc, НТО ио-возможпо, так как Qe — пустое множество; значит, (50)
доказано.

Число Сс мы вычислили при предположении, что задача имеет решение,
т. е. когда сге-i П -4; Ф 0, 7 6 Qe-u Следовательно, в силу (50) имеем
of\Aj, = Oef\Aj^ = 0, а ввиду (48) —(50) получим

(/ (-^°) 2 + 2 '^к}0рк = — (Г Се] + 1)2 +
/гео Лес

+ 2 ^kjtPft Се 2 + 2 ^kjoPk — -^io)
A&Og_i

(34) и X® = (л;Л . -., 5^5®) — оптимальный

●*63е-1кео^

т. е. для /о имеют место (33) и
целочисленный план.
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